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La connexion et la courbure de Chern du fibré
tangent d’une variété presque complexe

Nefton Pali

ABSTRACT. The 0 ', operator over an almost complex manifold induces canoni-
cal connections of type (0, 1) over the bundles of (p, 0)-forms. If the almost com-
plex structure is integrable then the previous connections induce the canonical
holomorphic structures of the bundles of (p, 0)-forms. For p = 1 we can extend
the corresponding connection to all Schur powers of the bundle of (1, 0)-forms.
Moreover using the canonical C-linear isomorphism betwen the bundle of (1, 0)-
forms and the complex cotangent bundle T)*(y ; we deduce canonical connections
of type (0,1) over the Schur powers of the complex cotangent bundle T)*(’J. If
the almost complex structure is integrable then the previous (0, 1)-connections
induce the canonical holomorphic structures of those bundles. In the nonin-
tegrable case those (0, 1)-connections induce just the holomorphic canonical
structures of the restrictions of the corresponding bundles to the images of
smooth J-holomorphic curves. We introduce the notion of Chern curvature for
those bundles. The geometrical meaning of this notion is a natural general-
isation of the classical notion of Chern curvature for the holomophic vector
bundles over a complex manifold. We have a particular interest for the case of
the tangent bundle in view of applications concerning the regularisation of J-
plurisubharmonic functions by means of the geodesic flow induced by a Chern
connection on the tangent bundle. This method has been used by Demailly,
1994, in the complex integrable case. Our specific study in the case of the tan-
gent bundle gives an asymptotic expanson of the Chern flow which relates in
an optimal way the geometric obstructions caused by the torsion of the almost
complex structure, and the nonsymplectic nature of the metric.

Résumé. Sur une variété presque complexe (X, J) I'opérateur 0 , induit une con-
nexion de type (0,1) sur le fibré des (p,0)-formes. Dans le cas d’une structure
presque complexe intégrable cette connexion induit la structure holomorphe canon-
ique du fibré des (p,0)-formes. En considérant le cas p = 1 on peut étendre la con-
nexion correspondante & toutes les puissances de Schur du fibré des (1, 0)-formes.
En utilisant l'isomorphisme C-linéaire entre le fibré des (1,0)-formes et le fibré
cotangent complexe T’y ; on déduit aussi des connexions canoniques de type (0,1)
sur les puissances de Schur du fibré cotangent complexe 5 ;-
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Dans le cas complexe intégrable ces connexions donnent les structures holomor-
phes canoniques de ces fibrés. Dans le cas presque complexe non intégrable les
connexions en question donnent seulement les structures holomorphes canoniques
sur les restrictions des fibrés correspondants aux images des courbes J-holomorphes
lisses.

Nous introduisons la notion de courbure de Chern pour ces fibrés, notion dont le
sens géométrique est la généralisation naturelle de la notion classique de courbure
de Chern pour les fibrés holomorphes sur une variété complexe.

Nous portons un intérét particulier au cas du fibré tangent en vue des applications
concernant la régularisation des fonctions J-plurisousharmoniques a ’aide du flot
géodésique d’une connexion de Chern sur le fibré tangent (voir [Pal]). Cette méthode
a été déja utilisée par Demailly [Dem-2] dans le cas complexe intégrable.

Nous montrons une formule explicite qui relie la connexion de Chern du fibré
tangent avec la connexion de Levi-Civita a l’aide des obstructions géométriques
dérivant de la torsion de la structure presque complexe et du défaut de la métrique
a étre symplectique. En particulier nous donnons une formule explicite qui permet
de relier la torsion de la connexion de Chern du fibré tangent avec les obstructions
précédentes. Une formule qui relie les deux connexions précédentes peut étre aussi
trouvée dans larticle de Gauduchon [Gau]. L’utilité de la connexion de Chern dans
le probleme de régularisation des fonctions J-plurisousharmoniques dérive du fait
que son expression locale par rapport & des reperes du fibré des (1,0)-vecteurs
tangents est la plus simple possible parmi les connexions hermitiennes.

Ensuite nous introduisons la notion de coordonnées presque complexes au voisi-
nage d’'un point. Cette notion nous permet d’étudier la fagon dont la torsion de
la structure presque complexe et le caractére non symplectique de la métrique se
traduisent en une obstruction a ’existence de coordonnées géodésiques complexes,
qui n’existent que dans le cas Kéhlerien. Cette étude est nécessaire pour le calcul
asymptotique du flot géodésique induit par une connexion de Chern sur le fibré
tangent.
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1. Connexions sur les faisceaux de modules de fonctions C*
au dessus des variétés presque complexes

Soit (X, J) une variété presque complexe de classe C* et de dimension réelle
2n. On désigne par Ex = Ex(R) le faisceau des fonctions C* & valeurs réelles, par

0 TX ®, C — T)lf’?] la projection sur le fibré des (1,0)-vecteurs tangents et
par 7r ! celle sur le fibré des (0, 1)-vecteurs tangents. On désigne par T, le fibré
tangent dont les fibres sont munies de la structure complexe donnée par J et par

EP9 = E(APITY), APITx == AP(Ty")" @ AU(TRY)"

le faisceau des (p, q)-formes par rapport & la structure presque complexe J. On
rappelle que sur une variété presque complexe la différentielle se décompose sous la
forme

d=0,+0,-0,-10,,
ol pour toute k-forme complexe w € E(AF(Tx @, C)*)(U) au dessus d'un ouvert U

et tout champ de vecteurs complexes &, . .., & € E(Tx®,C)(U) on a les expressions
suivantes :
w(o,--n &) = Z (*l)jé}l-’qw(ébw-~»§j7~-~,§k)
0<j<k
1,0 1,011,0740,1 1,070,
+ Z JH (53 9] }10[53‘ » Sl ]01
0<j<i<k

1,0 »0,150, & =
+[§j » S }O17507"'7£j7"'7£lv"'7£k)

9y (€0 &) = 30 (CIPE (o e E)
0<j<k
LD DI C V(G BTN
0<j<I<k
+[6}7076?,1]1707603"'75}7'"767"'7519)
w(fov"wfk?) = Z (_1)j+lw([€;707511’0]0717507"'75}7"'757"'75/@‘)
0<;j<i<k
o w(§07"'7€k> = Z (_1)j+lw([€;‘)717510)1]1707507"'757"'757"'75/6)
0<j<i<k
avec {80 = w10(¢), [,-]M0 = 7O ] et de fagon analogue pour les indices

(0,1). Les bidegrés des opérateurs d,, 9,, 0, et 6, sont respectivement (1,0), (0,1),
(2,—1) et (—1,2). En effet siw € E21(U) est une (p, q)-forme alors les (p+ g+ 1)
formes 0w, 5Jw, 0,w, éjw sont nulles en restriction aux fibrés A" Tx, r + s =
p+ ¢+ 1 respectivement aux bidegrés (r,s) # (p+1,q), (r,s) # (p,q+ 1), (r,8) #
(p+2,9—1), (r,s) # (p—1,p+2). On déduit alors que 'opérateur T'=9,, 9,, 6,
ot1 f, vérifie la régle de Leibnitz

T(uAv)=TuAv+ (—1)%8 “y A Tov.
u) =0, .

Définition 1.1. On désigne par 7, € E(A2Tx @, T)O(”IJ) (X) le tenseur de la torsion
1,010.1

On a aussi les formules (9, u) = 0, a, (0,

de la structure presque complexe définie par la formule 7, (£,7) = [£40, 9 pour
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tout &,m € E(Tx ®, C)(U), o U C X désigne un ouvert quelconque. Le tenseur de
la structure presque complexe est dit intégrable si 7, = 0.

On remarque que 7, = 0 si et seulement si 6, = 0, si et seulement si d = 9, +9,.

Note au lecteur. Le C-isomorphisme canonique T'x j, — T;(OJ_T implique le C-
isomorphisme A§=‘1T)*(,I R Tx, 52 — Af;vqT;‘(’gc ®e T)l(’f,’w, a — u. Pour tout vecteur
réel £ € APTITx , on al'égalité (&) = u(€) +u(€). En effet soit (Cx)r C (T)l(’f]’m)@”
un repere complexe de T;(’S,’m. Alors (vg)k C (Tx,g.2)®™, v = Cp + i est un repere
complexe de Tx, ;.. La forme a s’écrit alors sous la forme a = Zk o ®, v, o €
APATS et u = 33, i ® Gg. Pour tout élément £ € AP (Tx ®, C) on a par
définition

a(€) = arl(€) x, v =Y (r(§)k + a(€)0).

k k
SigeAPHITy , C APT9(Tx , ®, C) on a I’égalité voulue. Nous considérons I'espace
vectoriel

- 1,0
RPA(Tx @, C):={u+u|uec ATy @, TX”]@}

avec la structure de produit x , définie par la formule ¢ x , (u+u) := cu+cu, ¢ € C.
Le fait qu'une forme C-linéaire sur le complexifié T'x , ®, C de ’espace tangent T’y ,
soit déterminée de fagon univoque a partir de sa restriction & T’x  nous suggere qu’il
est tres naturel de considérer le C-isomorphisme AP T @ T, g — RY(Tx o ®,
C), a — u+ @. Dans la suite on identifiera donc les éléments de I’espace vectoriel
APATY @ T'x, 7,2 avec les éléments du type u+u, u € ADITY |, ®, T)l(”(?,’m. L utilité
d’un tel formalisme sera clarifié dans la suite.

On définit le tenseur de Nijenhuis
NJ € 5(A2’2T)*( O TXJ)(X)

par la formule N, := 7, + 7,. Bien évidemment N, = 0 si et seulement si 7, = 0.
Il est élémentaire de vérifier l'identité :

pour tout champ de vecteurs complexes &, 1 € £(Tx ®,C)(X). On rappelle le célebre
théoréme de Newlander—Nirenberg (voir [We], [Hor], [Dem-1], chapitre VIII, [Mal],
[Nij-Woo] et [New-Nir]).

Théoréme 1.2 (Newlander—Nirenberg). Soit (X, J) une variété presque compleze.
L’ezistence d’une structure holomorphe Ox sur la variété X telle que la structure
presque compleze associée Jo, soit égale a J est équivalente a lintégrabilité de la
structure presque complexe J.

On considére les définitions suivantes.

Définition 1.3. Soient (X,.J1) et (Y, J2) deux variétés presque complexes et f :
X — Y une application différentiable. L’application f est dite (J1, J2)-holomorphe
si sa différentielle vérifie la condition Jo(f(x)) - dyf = dsf - J1(z) pour tout x € X.

Pour tout application différentiable f : X — Y| la différentielle
df e (X, Tx @, f*Ty)
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se décompose sous la forme df =9, , f+9, , f, ol
Orpnd =5 (el = B(f(@)) - duf - i())
Byt =g (el + B(F@)) - duf - ().

Bien évidemment

8J1,J2f € F(X’ T;(}Jl Q¢ f*TY,Jz)
aJl,JQf € F(X> T;(,le ®c f*TY,J2)

et 'application f est (J1, Jo)-holomorphe si et seulement si 9 s d =0

Définition 1.4. Soit (X, J) une variété presque complexe et (3,7) une courbe
holomorphe lisse. Une courbe (j, J)-holomorphe est une application différentiable
v:(2,j) — (X, J) dont la différentielle vérifie la condition J(v(2)) -d,y =d,vy-j
pour tout z € 3. On désigne par i la structure presque complexe canonique sur
R? = C. Une courbe J-holomorphe locale est une courbe (i,.J)-holomorphe 7 :
(B},i) — (X, J) définie sur le disque complexe de rayon § > 0.

On a alors qu'une application différentiable v : Bj — X est une courbe .J-
holomorphe locale si et seulement si elle vérifie I’équation 0, Jv(%) =0, z=t+1s
qui s’écrit explicitement sous la forme

sy = J(7) - O,

ol Oyy 1= dw(%). On peut montrer, (voir prop.2.3.6 dans l'article de Sikorav, dans
I'ouvrage [Au-La]) que si v est une courbe J-holomorphe alors v € C*°(B}; X). On
aura besoin aussi de la définition suivante.

Définition 1.5. Soit G un faisceau de £(C)-modules sur X. Une connexion sur le
faisceau G est un morphisme de faisceaux de groupes additifs

V16— 0®, E(Tx)~g Qe (c) E(Tx ®, C)

tel que V,(g-f) =Vgg-f+g®df pour tout g € G(U) et f € E(C)(U),ouU C X
est un ouvert quelconque.

La donnée d’une connexion V, sur le faisceau de £(C)-modules G détermine de
fagon univoque une dérivation sur le complexe (G®, £(AFT%))>0. En effet on peut
définir 'extension

Ve :1G®, ENTY) — G®, E(AT'TR)
par la formule classique

Vow (&) = Y (1Y (w(€or - &, &))(E)

0<j<k

+ Z (_1)j+lw([€j>€l]a€07'"757'"aé\lv"'afk)

0<j<i<k

pour tout w € (G®, E(AFT%))(U) et tout champ de vecteurs complexes &, ..., &, €
E(Tx ®, C)(U) L’extension ainsi définie vérifie la régle de Leibnitz V, (g ® f) =
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Vo g A f+g@df pour tout g € G(U) et f € E(A*T%)(U). En effet
vg(g®f)(foa7§k)
= Y (1Y (g fEor- G ER))(E)

0<j<k

+ Z ]-H ([£J7§l] 503-'-75;7-"767-'-7510)
0<j<I<k

0<j<k

+ Z ]-H ([£J7§l] 503-'-75;7-"767-'-7510)
0<j<I<k

=(VogNf+gad)(&o,. .. &)

Le fait que d? = 0 entraine I’existence du tenseur de courbure de Vg

O(V,) € (End,, (9) By ) ENITE) ) (X)

définie par la formule O(V,)(&,7) - g := (V2 g)(§,n) pour tout &, € E(Tx)(U) et
g € G(U). On note de plus par fvg .9 =V g(&) la dérivée covariante de la section
g le long du champ de vecteurs £. La définition de 'extension de la connexion V,
implique de facon immédiate la formule

oy oy -9) =ne, (o, -9) = mle, -9 +O(V)(Em) - g

Le tenseur de courbure O(V,) de la connexion V, mesure donc le défaut de com-
mutation des dérivées covariantes secondes des sections de G. Il est aussi élémentaire
de vérifier I'identité

(1.1) Viwz@(vg)/\w

pour tout w € (G ®, E(A*T%))(U). Le fait que les opérateurs 6, et 0, vérifient la
regle de Leibnitz entraine que

0, € Hom, ., (E29, 27271 (X) et 6, € Hom, ., (R, E0-HT42)(X)

X,J? 7X,J
On définit alors les opérateurs de torsion sur G
_ , +2,q—1
GQ,J H ®s(cc) g ®s(c> 5p q - g ®£(c> 5?1 a
) , —1,q+2
eg,J =1 ®S(C) Y Oy ‘Sp —G Oe ey E;J e,

De fagon explicite ces opérateurs sont définis de fagon analogue aux opérateurs ¢,
et 0,. Ce sont des dérivations, autrement dit on a les formules

t‘)gﬂ,(w/\f) :eg,Jw/\f*F(*l)degww/\QJf
O, (WA F) =0, ,wAf+(—1)*B“wAl,f

pour tout w € (G ®, E(ATx)(U) et f € E(ATx)(U). Comme dans le cas de la
différentielle extérieure on a la décomposition

_ vl,0 0,1 _ )
vg - vg,.l + Vg,J 99,1 GQ,J
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ou les opérateurs
1,0 . +1,
¥ PG @) EX T G B gp !
0,1 . +1
Vo, 19 @ gi,q — G @ g gp g
sont définis par les formules analogues a celles qui deﬁmsent les opérateurs 0, et
a,,
j o 1,0

0<j<k

n Z j+l 1, 0,€l170]1,0 + [59717&1»0]071

0<j<I<k

+[5]1"03510’1]0)13507'"’@""’a""’gk)’
(13)  Vgiw(Eor &) == Y (C1 Ve (@l b 8)E)

0<j<k
(€01 0101 4 01 (1010
Y GO g+ 1 6 )

0<j<I<k
+ [531’70’51071]1’0a§07' .. agja e a§l7' .. 7§k)'
Le fait que V, vérifie la regle de Leibnitz implique les formules
Vil e® ) =Vignf+gwo,f
VOl(g@ f)=VigAf+g®d,f
pour tout g € G(U) et f € E(A2T5)(U). En degré zéro on a les formules
1 1

§(Vgg—i(Vgg)oJ) et VOlg= i(Vgngi(Vgg)oJ)

pour tout g € G(U). En général on a la définition suivante.

1,0
VQ,J 9=

Définition 1.6. Soit G un faisceau de £(C)-modules sur X. Une connexion de
type (0,1) sur le faisceau G est un morphisme de faisceaux de groupes additifs
VIiiG —G®,, ) 501 tel que V2 (g- f) =Vgg-f+g®3,f pour tout g € G(U)
et f € E(C)(U), ou U C X est un ouvert quelconque.

On a bien slir une définition analogue pour les connexions de type (1,0). Comme
précédemment une connexion de type (0,1), (resp. (1,0)) peut étre étendue grace
a la formule (1.3), (resp. (1.2)) ou grace a la régle de Leibnitz. On rappelle main-
tenant que si A et B sont deux endomorphismes du faisceau de £(C)-modules
G®:E(ATY), leur crochet de commutation est défini par la formule [A, B] := AB—
(—1)des Ades BB A La décomposition précédente de V, implique la décomposition
suivante au niveau des opérateurs,

V2 = (V;}j + vovl —0,, —0,,)°
= (V)2 - [V“ O, 14+ (Vo2 =V .0, ,1+62 , +02
~~

g,J "’ G,J "’
~~
2,0 0,2 4,—-2  —24
R Ao i e Y e B A S e A S

1,1 3,—1 ~1,3
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D’autre part en considérant la décomposition de la forme de courbure
O(V,) =0(V,)2' + (V) +e(v,)%?

en ses composantes de type (2,0), (1,1), (0,2) et la formule (1.1) on déduit les
identités suivantes au sens des opérateurs

(V)20 A= (V) — v .6

G,J? ]’

o(V,)

O(Vy)32 A= (VL) = V.5 ,9 )

OVo)y A= V5 Vol + [bos . 6o,0],

02 ,=0, 62,=0, [V.9,0,,]=0, [V2,0,,]=0.
En particulier si G = £(C) et V, = d on a les identités supplémentaires

=10,0,l, B =[0,8,] et [0,8,]=—[6,0,.

En conclusion on a les identités fondamentales de la géométrie presque complexe :
8f:5J9J+9J5], 8 =0,0,+0,0,,
0,0,+0,0,=-0,0,-0,0,,

0,0, =-6,0,, 0,0, =-0,0,,

2 N2
02=0, 6°=0.

En général en degré zéro on a les formules

(1.4) O(Ve))" = (Vg0 =0s, Ve,
(1.5) O(V,)? = (Vo) -0, , V.o,
(1.6) O(Vy)y =1V, Vil

qui sont équivalentes aux identités évidentes

&g 9) =gl (€50 - 9) = 1€ ] g+ O(V) T (€ ') - g,

(v
& -5 -9) =g (€97 9) = (€7 ™ o g+ O(Vg) 3 (€ ™) - g,
(V

1,0 0,1 0,1 1,0 _ 1¢1,0 0,1
&g g =g (65 -9) =650 e 9+ ©

)€ ™) g

On a donc en particulier que la composante de type (2,0), (resp. (0,2)) du tenseur
de courbure mesure le défaut de commutation des dérivées covariantes secondes
des sections de G le long des champs de vecteurs de type (1,0), (resp. (0,1)). La
composante de type (1, 1) du tenseur de courbure exprime le défaut de commutation
des dérivées covariantes secondes des sections de G le long des champs de vecteurs
de type (1,0) et (0,1). Soit G un faisceau de £(C)-modules localement de type fini,

soit ¥ = (1, ...,%,) € GET(U) un systeme de générateurs locaux et
w=1v-fe (G, EWNTY)U),  feM(EALTY)U)).

Soient de plus A € M, . (E(Tx)(U)), A’ € Mr,r(g)l(’g(U)), A e MT’T(é’g’y‘l](U))
telles que V1 = ¢ - Aet A= A’ + A”. La regle de Leibnitz implique alors les
égalités

Vow=v-(df +ANf) et OV )Aw=1¢ -(dA+ANA)Af.
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De plus on a les identités
Vilw=1v-(0,f + A A F), VOl = (3, + A" A ),
O, w=1-0, f, 0, , w=1-0,f.

En décomposant la 2-forme dA + A A A o en explicitant les identités (1.4), (1.5)
et (1.6) on obtient les expressions locales suivantes.

OV )2 Nw=10- (0,4 + A NA —0, A" f
OV,) ? ANw=1-(0,A"+ A" NA" -0, A )N\ f
OV ) Aw=1- (9,4 +0,A"+ A NA"+ A" NA NS,

2. Connexions hermitiennes sur les fibrés vectoriels au
dessus des variétés presque complexes

Nous considérons a partir de maintenant un fibré vectoriel complexe C*°, F —
X et G = E(F) :=faisceau des sections C* de F. Soit h € E(F* ®. F )(X) une
métrique hermitienne sur F. On rappelle quune connexion

Vi 1 E(F) — E(F) @, E(Tx) = E(F) @, E(Tx @, C)

£(C)
sur F' est dite h-hermitienne si pour tout champ de vecteurs complexes & € £(Tx ®,
C)(U) et toute sections o,7 € E(F)(U), (U C X est un ouvert quelconque), on a la
formule

&h(o, 1) = h(g.0,7) + h(0,&,.T).
Il est bien str équivalent de restreindre I'identité précédente aux seuls champs de
vecteurs & € E(T )lc?])(U ). On a alors que la donnée d’une connexion

VI E(F) — E(F) @, €YY

de type (0, 1) entraine l'existence d’une unique connexion h-hermitienne V. sur le
fibré F telle que Vg’l = V. En effet la partie de type (1,0) de V. est donnée par
la formule

h(V,0(€),7) = Eh(o,7) = h(o, V7 7(€))

pour tout (1, 0)-champ de vecteurs £ € S(T)l(f,)(U) et toutes sections o, 7€ E(F)(U).
Bien évidemment on a un résultat analogue pour les connexions de type (1,0). Soit
(e1,...,er) € E(F)®"(U) un repere de Fj,,. On a l'identification V, ~, d 4+ A par
rapport au repeére (ei,...,e,). Soit de plus H := (h(ex,e,))a,, la matrice hermi-
tienne de la métrique h. Le fait que la connexion V, soit h-hermitienne équivaut
localement aux égalités

EHau= Y (ALA©Hou+ AL H),

1<s<r

£ eé (T;(”?])(U ). On a alors avec des notations matricielles la relation 0, H =

A"H + HA". Le fait que la matrice H soit hermitienne implique que cette relation
est équivalente a la relation

(2.1) A =H (0,H-A" H).
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On a en conclusion qu’'une connexion V, est h-hermitienne si et seulement si la
relation (2.1) est satisfaite sur tout les ouverts de trivialisation de F'. Considérons
maintenant le produit sesquilinéaire

{" '}h : 5(A§T)*( Og F) X 5(A§T)*< g F) - g(Aﬁ—i_qT;( g (C)

sur le faisceau E(ASTy ®, F) défini par la formule

{oo}n(&) = Y e(Dh(a(&r) (&)

[7|=p
oué = (&1, &ptq), & € E(Tx ®, C)(U) et e(I) désigne le signe de la permutation
(1,...,p+¢q) — (I,CI). Alors le fait que la connexion V, soit hermitienne est

équivalent a l'identité plus générale
d{(j, T}h = {VFCT, T}h + (71)deg J{Ja VFT}h

qui équivaut aussi a une des identités

O {o. 7t ={V:a,7}n + (—1)de 7 {g, V%T}h

5‘7 {07 T}h = {V(l)?,lJo'7 T}h + (_1)deg 0{0_7 v;’gT}h
On obtient alors, en appliquant la différentielle extérieure a la premiere des trois
identités précédentes, l'identité 0 = {©O(V,.)o,7}n + {0,0(V, )7}, qui implique,
pour des raisons de bidegré, I'identité

0= {@(Vp)i’laﬂ'}h + {o, @(VF)i’lT}h.

Si deg 0 = deg 7 = 0 on déduit 1’égalité

22)  0=h(0(V,) M Em 0,7) + (0O, () - 7)

qui montre que pour tout champ de vecteurs réels £, n € £(Tx)(U) on a
iO(V,);1 (& m) € E(Hermy,(F))(U),

ou Hermy, (F') désigne le fibré (réel) des endomorphismes h-hermitiens de F. Con-
sidérons maintenant I’expression locale de la composante de type (1,1) du tenseur
de courbure

1,1 *
@(VF)J - 2 : C)\vlt ® eu @ ex
1<Ap<r
de la connexion hermitienne V. On a

-V " ’ " " ’
C:=0,A, +0,AT + A, NAT+ AT NAL
Si(Ck)k € S(T)l(”OJ)@”(U) est un repere du fibré Tlljj(}, on a ’expression locale suivante

OV )= > CULGAG ®e; e

1<\,u<r

1<k,I<n
L’identité (2.2) entraine que si en un point zg € U le repere eq(xg),- .., e (o)
est h(xp)-orthonormé alors on a les relations C’;L(xo) = C’L’fi\(a:o). Si de plus

V%ey(xo) = 0 pour tout k, on obtient en utilisant I'expression (2.1) 'égalité

(2.3) C(xo) = (8,0, H -0, H N0, H+0,A” — 8,47 )(x0).
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3. Extension de 'opérateur 9,
fibré des (1, 0)-formes

Rappelons qu’étant donné un espace vectoriel complexe V' de dimension com-
plexe r, les représentations irréductibles de GL.(V) sont en correspondance bi-
univoque avec le plus haut poids A\ = (Ag,..., A ), A1 > A > -+ > A, de
la représentation d’un sous-tore maximal 77 ~ (C*)" < GL.(V), (t1,...,tr) —
ti‘l -+ t*. On note S*V espace de la représentation associée, qu'on appelle puis-
sance de Schur associée au poids A\. On a par exemple

aux puissances de Schur du

G(ms0,:0)y, — gmy puissance symétrique usuelle

G100 y, — ARy puissance extérieure.

Nous renvoyons le lecteur aux ouvrages classiques de [Fu-Ha] pour une explication
détaillé de la notion de puissance de Schur.

Considérons maintenant les connexions de type (0,1)

9, = (-1)P9, :Ei’g — M0

0,1
J,p X,J TE(©) gX,J

sur les fibrés Ag’OT}. De facon explicite les connections (’_94,)1) sont définies par les
formules

(31) <5J,pw(77)7 517 s 7£p> = 5Jw(777 517 s 75;0)

= n'w(gh"wf}?)
Y a6 6y
1<i<p

pour tout w € Sﬁ’g (U),ne E(T)O(”IJ)(U) et &,...,& € E(T)l(”(.)])(U). Bien évidement
dans le cas complexe intégrable les faisceaux de Ox,j-modules

0% ;= O(AP°T%) == Ker0, ,

sont localement libres et donnent une structure de fibré vectoriel holomorphe aux
fibrés AP°T%. De plus on a l'identité

9, =1, ®,. 0,.

J, P (@]
P QX,J X

Dans le cas presque complexe, en étendant la connexion 5‘,’ , a toutes les puis-
sances de Schur F* := S*AL0T% on obtient des connections de type (0,1) canon-
iques

5F; LE(F)) — E(NY'Ty @, FY)
sur les fibrés Fj‘ De facon analogue, la connexion induite sur T ; par 0 ;. grace
au C-isomorphisme canonique de A?OT)*( avec T’y ; peut étre étendue aux puis-
sances de Schur S’\T)*(’ ;- Pour simplifier nous désignerons aussi S*T’ %, par F j‘
Les définitions précédentes sont compatibles avec les définitions classiques de la
géométrie complexe. En effet dans le cas complexe intégrable les fibrés F J)‘ ad-
mettent une structure holomorphe canonique donné par le faisceau des sections
holomorphes O(F j‘), qui est définie de facon naturelle a partir du faisceau Qk -

La connexion canonique de type (0, 1) sur le fibré F' J’\ induite par le faisceau O(F ;\)

I[ ®OX 8.}

O(F})
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coincide évidement avec la connexion Jpx induite par la connexion 9, , et de plus
J ’
on a toujours I'égalité évidente

O(FJ)\) = Ker gFj\

Dans le cas d’une variété complexe intégrable on a donc le diagramme commutatif
suivant :

1 _
QX,J < > 8‘7,1

|

Dans le cas presque complexe non intégrable le faisceau Ox := Kerd, est un
faisceaux de fonctions constantes pour un choix générique de structure presque
complexe J non intégrable. Il suffit de prendre par example une structure fortement
non intégrable. On rappelle qu'une structure presque complexe est dit fortement
non-intégrable si le fibré tangent est engendré ponctuellement par les crochets des
champs de vecteurs de type (0,1). D’autre part dans cette situation il n’existe pas
de repéres locaux complexes (o), € E(ALOT%)®"(U) tels que 0,, oy, = 0 sur
I'ouvert U pour tout k£ = 1,...,n, car sinon ceci entrainerait que le fibré A},’OT)*(
est plat, ce qui n’est pas toujours le cas pour une variété presque complexe. Un tel
phénomene peut étre aussi envisagé pour les fibrés F ;‘ et la connection canonique
5F?.

Cependant la connexion 5}7; induit une structure holomorphe canonique sur

toutes les restrictions F*
7y

morphes v : (2,7) — (X, J) d’une courbe holomorphe lisse ¥ C C™. En effet la
restriction

’ )\ . .
du fibré F' aux images des plongements (j,.J)-holo-

5 . A 0,1 A
P 1y(z) ~5(Fm<z>) — 5(AJ Ty(s) ®c Fﬂm)

de la connexion Opx est bien évidement intégrable étant donné que A9>2Tj;(2) =0.
2 .

La structure holomorphe canonique sur le fibré Fj‘l . est alors donné par la formule
il

O(Fj‘MEJ = Ker <5F}\7(2))-

Soit h une métrique hermitienne quelconque sur F J)‘ On définit alors la connexion
de Chern D?M comme étant I'unique connexion hermitienne sur Fj‘ telle que
J

(DR = G
J J
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4. Expression locale des opérateurs 9,, 9,, 0, et 0,.

Soit (k) € E(Ty)®"(U) un repére locale du fibré Ty, et M*, N* U VF €
M, (E(U)) les n x n- matrices définies par les relations

G, G0 = ZN’“ G G, G0t = Z
n —k B
[, G0 Z M, G 6,0 =D Ny G
k=1
— n —
(G, G5 Z G G5t =D Vi G
k=1
On a les relations MJ’fT = ij, NJ’fT = —Nﬁ et Vj’“T = —Uf’j. De plus on a

I’expression locale

0,1 ~" =

= ), G eGAG = Y NuGAG el
1<k<I<n 1<k<i<n
1<r<n

pour la forme de torsion de la structure presque complexe J. On rappelle que les
éléments de l'espace vectoriel ADYTY | ®. Tx s, s’identifient naturellement avec

les éléments du type u + u, u € ADITS , ®, T;(”?])I. On introduit maintenant une
. N . . . 1,0 N =

notation trés utile pour la suite. Soit (Cx)x € (T’ ;,)®" un repere. Alors (G +Cx)x €

(T'x,7.2)®™ est un repere complexe de l'espace vectoriel (T'x s, J;). On notera

ex, Cpi=c-Ce+e G

I'opération de produit d’un scalaire ¢ € C avec le vecteur réel , + (i € Tx 5. Si
a € APITY , on notera

a®,G=a®G+a®

la (p, q)-forme & valeurs dans l'espace vectoriel Tx s .. Avec ces notations on aura
par exemple I'expression locale suivante pour le tenseur de Nijenhuis

Ny= Y NLGAG®, 6= Y. NLGOG®, (.

1<k<i<n 1<k, l,r<n

1<r<n
Si f est une fonction on a 9, f = >3, (G- £) ¢y 0, f =301 (G -£)G L 0,f =
0et 6 ;f = 0. De plus en utilisant les expressions intrinseques des opérateurs

a,, 8,, 6, et 0, on a les expressions

* 5k * * -k =k * -k
0,Gi== D, My GAg 0,G= D ULG G

1<i<t<n 1<l,t<n

0,Gi=— >, ULGAG 9,G=— Y MLGAG
1<l,t<n 1<i<t<n

— 7k~ — — —

0,Gi= Y, NuGAG 0,Gi= Y. NLGAG

1<I<t<n 1<i<t<n
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Soit B
U= Z uK,LC;/\C;

|K|=p
|L|=q

une (p, q)—formg par rapport a la structure presque complexe J. Le fait que I'opéra-
teur T:=0,, 0,, 8, ou 0, vérifie la regle de Leibnitz implique 1'égalité

P
Tu= Y (Tu“ NCENC+ Y (=1, TG A G NG
P Jj=1
|L|=q
q . —_ —_
+ Z(—l)PJrJfluK)LTQ’; ACENA C’ij ) :
j=1

ou Kj = (k1,..., l;:j, ..., k,) et analoguement pour ﬁj. On déduit alors les expres-
sions locales

o= Y (5 GG GG

|[K|=p “1<r<n

|L|=q
. — k. _
+ Y (WD, ML GNG NG NG
1<j<p !
1<r<t<n
. 71 — « —
S0 Y W TG AG AG A )
1<j<q !
1<rt<n

b= Y (X G GAGAG

|[K|=p “1<r<n

|L|=q
j kj ~x % * %
+ Z (_1)]UK,L . Ur,]t Cr A Ct A CK A CL
1<j<p ’
1<r,t<n
1 lj =% %k * %k
+ (_1);) Z (_1)jU’K,L ' Mrft C’r A Ct A CK A CL>
1<j<g ’
1<r<t<n

j i * * * %
e,lu: _(_1)11 E E (_1)juK,L Nr],t CT /\Ct /\CK /\Cf,~
|K|=p 1<j<q ’

|L|=q 1<r<t<n

_ , P _
Ou== > (~Due, -NIGAGAC AC
|K|=p 1<j<p ’
|L|=q 1<r<t<n
5. Relation entre la connexion de Chern du fibré tangent
Tx,; d’une variété presque complexe et la connection de
Levi-Civita
Pour p = 1 la définition (3.1) de la connexion (5,,1 s’écrit sous la forme

5J,1a(77) f =1. a(g) - 04([7%5]1’0)
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pour tout a € E0(U), n € S(T%b)(U) et € € S(T}(’?J)(U). La connexion duale

0,10+ E(TXY) — EWJTY @ TyY))

1
X5

sur le fibré T)l(’f)J, définie par la formule

(5J,1a)'£:6J(a'§)_a'aT ,o§

1
X,J

vérifie alors 'identité

5T1,0 6(7]) = [7775]1’0~
X,J
Soit (Ck)r € S(T)l(”oj)@”EU) un repere local du fibré T)l(”(.)] et A7 =3 (A7) ¢ la
forme de connexion de 8T170 par rapport au repere en question. On a alors
X,J

010 G(G) = =1 G0 = (A (GG = =Y UF, G
k

0
o k

I

On déduit alors la formule (A”)} ; = fUJ’fT. En utilisant 'isomorphisme C-linéaire

canonique du fibré T)l(’f?, avec le fibré tangent T'x,; on déduit la connexion de type
(0,1) canonique

Ory ,  E(Tx,y) — ENY'TY ®. Tx,s)
du fibré tangent T'x, ;. De facon explicite on a pour tout champ de vecteurs réels
&, n € &(Tx)(U) Vexpression suivante :

By €)= By, EGOY) = [PAEVOI0 4 [0, 00
1
= (0.8 + L. 7€ + T1Im.€) = Tin, J¢))
Soit w € E(AL'T%)(X) une métrique hermitienne sur T, ;. On désignera par
Dij : 5(TX7J) — 5(T)*( ®u«z TX’J)

la connexion de Chern du fibré hermitien (T'x j,w), autrement dit 'unique connex-
ion w-hermitienne telle que

(D41 =

Tx, 5"

Considérons maintenant la métrique riemannienne J-invariante associée
gi=w(- J) € E(S2TH)(X).

On désigne par
AVA S(Tx) — S(T;} (3% Tx)

la connexion de Levi-Civita relative a la métrique riemannienne g. Dans la suite on
aura besoin de considérer la décomposition

AI{ET;{ ®R TXJ e AICC(TX ®R (C)* ®C TX,J ~e @ Ae’qT;} ®C TX,J.
p+q=Fk

Le théoréme suivant relie la connexion de Levi-Civita avec une connexion fonda-

mentale de la géométrie presque complexe. Une autre formule peut étre trouve dans
[Gau].
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Théoréme 5.1. Soit (X, J) une variété presque complexe, w € E(ALITY)(X) une
métrique hermitienne sur Tx, j et g :=w(-,J-) € E(S2T%)(X) la métrique rieman-
nienne J-invariante associée a w. Il existe deux tenseurs réels

§,w € E((TX)®* @, Tx)(X) et N¥ € E((Tx)"®* @ Tx,1)(X)

tels que dw = 0 si et seulement si 6,w = 0; N, = 0 si et seulement si N¥ = 0.
La connexion de Chern D% du fibré hermitien (T'x y,w) est reli¢ a la connection de
Levi-Civita V9 par la formule

(5.1) DY em = Vin+d,w(&n) — N7 (&n)
pour tout champ de vecteurs réels £, n € E(Tx)(U), (U C Xouvert arbitraire). Le
2-tenseur réel §,w est défini par la formule

20,0 =20 + 05 + I (0 T)

ot 29 € EN2OTY @, Tx )(X), vb) € E(AVTy @ Tx . )(X), et 22 €
E(A9’2T} ®. Tx.7)(X) sont les composantes, (par rapport & la structure presque
compleze J) de la 2-forme réelle v, € E(A*T% ®, T )(X) définie par la formule

w(y,(&m), 1) = dw(&,m, 1)
pour tout champ de vecteurs réels £,m,u € E(Tx)(X). Enfin le (0,2)-tenseur réel
N¥ est définie par la formule N¥ := 1% + 7% o1
T € E((Tx )" @ Ty (X)
est le (0,2)-tenseur défini par la formule

w(T¢ (& m), ) = w(& [, 1))

pour tout (0,1)-champ de vecteurs &, n, p € 5(T)0(’71J)(X). Si N, =0 alors v%2 = 0.
La forme de torsion TD“} de la connerion de Chern D% wvérifie lidentité

2,0

7

Remarque. Il est bien connue (cf. [Gau]) que pour tout connexion hermitienne D
sur le fibré hermitien (T'x, s, w) la composante TD0’2 de type (0,2) de la torsion de D
vérifie I'identité TD0’2 = —N,. D’autre part il est aussi bien connue que la connexion
de Chern du fibré hermitien (T’x j,w) peut étre caractérisé par la condition 75,1 =

0, dans l'espace des connexions hermitienes D du fibré hermitien (T'x, s, w).
Preuve du théoréme 5.1.

Expression de la connexion de Chern D“ du fibré hermitien (Tx ;,w).
Soit h,, la forme hermitienne sur le fibré T'x ; associée a w. On rappelle qu’elle est
définie par la formule hy,(§,7) = w(, Jn) —iw(£,n). La connexion de Chern D%
est définie par les formules

DY e = D% o+ 8y n(E™),
(5.3) ho(DY erom, ) = €0 hao (0, 1) = o (1, 0r 0(E™Y))
pour tout champ de vecteurs réels &, n, u € E(Tx)(U). L'identité
ho(€:m) = ho (€40, 9™Y) = —2iw ("0, 7™)
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et la définition de la connexion canonique 5TX , montrent que la formule (5.3) est
équivalente a la formule ‘

W(DY eromn, pt) = M0 w(n0, ™) — w(n™?, (€0, pH).

On obtient en conclusion que la connexion de Chern peut étre définie par la formule

(54) W(D‘U;,gnv MO,I) _ 5170~W(771707/14071) _ w(nl,O, [61’0,/10’1]0’1)
+w(e™t 0 )

pour tout champ de vecteurs réels &, n, u € E(Tx)(U).

Expression de la connexion de Levi-Civita V9. La connexion de Levi-Civita
V9:E(Tx) — E(T% ®, Tx) est définie par la formule classique
29(Vin,u) =& .9(np) — p.g(&n) +n.9(1, €)
—9(& [n,p) + 9, [&n) + 9(n, [1,€])

pour tout champ de vecteurs réels &, 1, u € £(Tx)(U). Bien évidemment la défini-
tion précédente est équivalente & la formule

20(VEn, —ip”t) = €.wn™®, —ip®h) — pOt w(E In) + 0. w(pt,igh?)
—w(& T, 1®) + w4, n]M0) + w(in, Ju™,€).

Expression des 2-tenseurs 'y J, % J( ,J:) et ’yg’i . On rappelle que les éléments
de P'espace vectoriel APITY @ Tx, J,2 S'identifient naturellement avec les éléments

du type u+u, u € AT | ®, Tx", ., (voir la section 1). On a donc les identités

20 N 2,0 1,1 _ Sy 02 _ 50,2 20,2
,y ’y +’yu.1]7 ,yu“]_ +’yu.1]7 ,yw’ +’Yw]7

sur T’x, avec &33 € 5(A2 OT% @, T};ﬁ’,)(X), AL ¢ S(Ai’lT)*( ®. T)(X), et

0% € E(NPTY @, T")(X). La décompositiorl]dw =0,w+0,w—0,w—0,w
1mphque alors les 1dent1tes
wFZ0Em), ph) = w(B(610,n"0), p*h) = 0,w(EM0, "0, ),
WAL (& In), p™) = w(BL ) (€80, =in™ ), p®h) + w(F L (€™ it ), uh)
B,l€0, —in 0) + B ,w(€0, i, ),
w2 E ), 1) = 0,0 ™ ™)

En explicitant les formes 0,w, 0,w et 6 ,w dans les identités précédentes on obtient
les expressions suivantes

(5.5) WA m), u¥") = €0 w(n™0, u®t) — 0w (e, uh)
— w([EM0, B0 1Oty + w([M0, n@ 10t 0t 0)
_ w([n1,07u0,1]0,1751,0)’
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(5.6) w3 (& In), u®) = in®t w(€0, p®h) —ip®t w (e ")
4 7:50’1.(4)( 1,0 ,U/O’l) o ‘uO,l ( 1,0 50,1)
+iw((eV0, P pO ) —dw (g0, 0 ™)
+iw((n®', 1 ]Ol £40) +iw([n™° 50 RO
—iw([n"0, 10 €0 iw ([T, p®10 Tt

et en fin

(5.7) w325 E ™), 1) = —w((E™ ™0, 1) +w (€™ u 0 ™)
—w (™t u1h0, ).

En remplagant —ip%! a la place de %! dans les identités (5.5) et (5.7), en sommant

les identités obtenues avec l'identité (5.6) et en tenant compte de la formule (5.4)
. 9. o 7 . 1’1 . . . 7’ .

on obtient Iidentité voulue (5.1). Le fait que le 2-tenseur ’yw“,( , J+) soit symétrique

implique l'identité

Tos(€m) = [125 +102] (€. m) = N¥(&,m) + N3 (1,6).

pour la forme de torsion de la connexion de Chern. Pour montrer 'identité (5.2)
on va montrer l'identité

_NJ(ga )_wa‘](gv ) Nf(fan)+Nf(n7£)

pour tout champs de vecteurs réels £, € £(Tx )(U). 1l suffit de montrer pour tout
(0, 1)-champs de vecteurs &,n, u € S(T)O(’i,)(U), I'identité

(58) _77-.7 (57 77) = ;}/8,2] (57 77) - T;U (57 77) + T‘L]U (777 5)7

ou 7, € E(A%* T} ®, Ty 7)(X) désigne le conjugué du tenseur de la torsion de la
structure presque complexe J. Si on pose par définition

S(&m) =405 (&m) — (& m) + 72 (0, €),
on aura 1’égalité
w(S(&m), 1) = —w (&m0, 1) +w((& 10 ) — w(ln, 1", €)
—w(& [, 1"°) + w(n, (€ 1]0).

On obtient en conclusion l'identité

W(S(f, 77)7 M) = 7"‘)([55 77]1}05 ,LL)

pour tout (0,1)-champs de vecteurs £,n,u € £ (ngi])(U), ce qui prouve l'identité
(5.8). O

6. La courbure de Chern des puissances de Schur du fibré
des (1, 0)-formes

On a la définition suivante.
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Définition 6.1. Le tenseur de courbure de Chern
Cu(F)) € ENYI T ®, F)* @, F)(X)

du fibré vectoriel hermitien (F?,h) — (X,J) est la (1,1)-forme donnée par la

formule

Ch(F)) = G(D]};)Ll

La courbure de Chern

Cir € EHerm(Ty,y ®. F)))(X)

est la forme hermitienne sur le fibré vectoriel complexe T'x, ;7 ®, FJ)‘ définie par la
formule

C?’j\ (g ®o,n® T) = h(Ch(F;\)(fi’OaUE’l) © 0, T)

pour tout champ de vecteurs réels &, n € £(Tx )(U) et sections o,7 € E(F)(U) sur
un ouvert U quelconque.

La courbure de Chern C?‘* est une forme hermitienne sur le fibré vectoriel com-

J
)\ ~ \ . 7 . .
plexe T,y ®. F} grace & la relation (2.2) (remarquée dans la section 2). Soit

ChlFN)= Y CIrGAGoe, e
1<l,m<ry
I<j,k<n
Pexpression locale du tenseur de courbure de Chern, (ici ry := Tch,;\)' Si le repere
local (e;); € E(F2)®™(U) est h(zo)-orthonormé en un point z, alors I'expression
locale de la courbure de Chern s’écrit sous la forme

h j, ke ~ =
Cra(20) = Yo )G ee, 0G0
1<i,m<ry
<) k<n

ol les coefficients vérifient la relation C’lj’:%(zo) = Crlf{]l(aso) vue dans la section 2.

Remarquons que (¢, )r € E(Tx 7)E"(U) est le repere dual du repere ((j, + (i )k €
% :

E(Tx,7)®™(U) par rapport a la structure J. Bien évidemment il est équivalent de

donner soit le tenseur de courbure soit la courbure de Chern. On aura besoin de la
définition suivante.

Définition 6.2. Une section o € £(F})(U) est dite presque-holomorphe au point
x € U sionado(z) = 0. Un repere local (ox), C E(F})(U) est dit presque-
holomorphe spécial au point = € U si d oy (z) = 0 et (D)0 9oy (z) = 0 pour tout
k.

La définition de repere local presque-holomorphe spécial en un point est indépen-
dante de la métrique hermitienne. En effet si A” est la matrice de la connexion de
type (0,1) canonique du fibré vectoriel F relative au repere (oy)r C E(F)(U),
la condition que le repere local (o)) soit presque-holomorphe spécial au point x
s’exprimé par les égalités A” (z) = 0 et 9, A(z) = 0. Le lemme élémentaire suivant
donne une premiere idée de 1'utilité de la notion de courbure de Chern.
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Lemme 6.3. Soient 0, 7 € E(F})(U) deuz sections presque-holomorphes en un
point © € U du fibré hermitien (F}, h) — (X, J) et &,n € E(Tx)(U) deux champs
de vecteurs réels. Alors au point x on a l’identité

(6.1) C;;? (@0 n@T)p = 0,0, h(a,7)(E°, "), + h(EL . o,nt0 7)),
+h(ES .t 0,7 + h(on, 0 €T )

D D

Soit (o) C E(F})(U) un repére local presque-holomorphe spécial au point x € U.
Alors au point © on a l’identité

(6.2) C;i? E®0k,n®@0)) = 0,0, h(ok, o) (€, 0" ") 1w + h(EL . 0,00 1)
En particulier

(6.3) 00,0, |owlj, (€, JE)je = —2Chx (€ ® 0k, € ® 0k)jx + 216, 0k o

Dans le cas d’une variété complexe (X,J) et d’un fibré vectoriel holomorphe
hermitien (F,h) — (X, J) on a pour toutes sections holomorphes o, 7 € O(F)(U)
I'identité

ChE@on®T) =0,0, h(o,7)(E0,n"") + h(EL . a,nk0. )
sur I'ouvert U. On déduit en particulier la formule remarquable suivante
i0,0, o} (&,76) = —2Ch (E® 0,6 @ 0) + 2[5 . o}

qui montre que pour tout section holomorphe o € O(F)(U) la fonction |o|? est
plurisousharmonique sur 'ouvert U si la courbure du fibré F' est négative au sens
de Griffiths, autrement dit si C(¢ ® 0,6 ® o) < 0 pour tout £ € T, et 0 €
F,, (voir [Gri] et [Dem-1], chapitre VII pour des applications fondamentales de
la notion de courbure au sens de Griffiths). On déduit en particulier que si la
variété complexe X est compacte, connexe et o € O(F)(X) est une section globale
d’un fibré vectoriel holomorphe F' admettant une métrique hermitienne a courbure
négative au sens de Griffiths alors le section o est identiquement nulle sur X si elle
s’annule en un point. On remarque que la notion de positivité (négativité) au sens
de Griffiths pour un fibré (F' ;\, h) ne signifie rien d’autre que pour tout vecteur réel
¢ € Tx,; Vendomorphisme h-hermitien iCp,(F})(€, J€) est positif (négatif). Si la
courbure du fibré (F JA, h) est strictement négative au sens de Griffiths en un point
z alors on déduit d’apres la formule (6.3) que les fonctions |oy |7 sont strictement .J-
plurisousharmoniques au voisinage du point x, (voir [Pal] pour la notion de fonction
strictement J-plurisousharmoniques et pour plus de détails).

Preuve du lemme 6.3. On a ’égalité
0,0, hio,7) = {D;’O 0,.0,7 n —{0,.0,0.T}n + {D;’Om D;’OT}h + {0, 5FD;’OT};L.
Le fait que deg 0 = deg 7 = 0 et U'identité {Cp(F) - o,7}n + {0,Ch(F) - 7} = 0

impliquent
(6.4) 5'J('§J ho,7) == {Ch(F) - o,7}n — {0, Dllw’og'FT}h + {D};O g‘FJ, T}n
~1{0,0,0,7}n + {Di’oa, D}?’OT}h.
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En explicitant 1'égalité précédente par rapport au champs de vecteurs réels £ et 7
on obtient I'identité

CeE@oneT)=0,0, h(o,7)(E", ") + h(€ 0. 1% o, 7) + h(o,n} 0.2 1)
+h([n™t, €40% 0, 7) + h(o, [507% 771’0]?51- 7)
+ h(f;’o. o, 77;’0. T)+ h(ng’l. o, fg’l. T)

qui permet de déduire la formule (6.1). Soit (o) le repere de I’énonce du lemme.
On déduit d’apres l'identité (6.4) I’égalité suivante au point z;

9,0, h(ok,00) 1 = —{Ch(F) - 0k, 01} n 1o + {D5 0, DE0i} i
qui permet de conclure la preuve du lemme. (Il

Dans la sous-section suivante on montre l'existence de reperes locaux (og)x C
N s o . _
E(F7)(U) presque-holomorphes spéciaux en un point = € U tels que Dfoff(x) = 0
pour tout k. Dans ce cas on déduit d’apres les formules (6.2) et (6.3) les identités
suivantes au point T

Y (E@opn@ o), =0,0, h(Ulel)(flo " )e

’a.fa; |ak|h (f?‘]g)\z =-2 FJA (£®0k7€®0k)|rv
pour tout champs de vecteurs réels £,n € E(Tx)(U).

6.1. Interprétation géométrique de la notion de courbure de Chern dans
le cas presque complexe. Lelemme fondamental suivant est une version presque
complexe d’un lemme classique de la géométrie hermitienne complexe (voir [Dem-1],
chapitre V).

Lemme 6.4. Soit (X,J) une variété presque complexe et (F;\,h) — (X, J) le
fibré vectoriel hermitien d’une puissance de Schur du fibré des (1,0)-formes. Soient
(21,...,2n) des coordonnées C* complezxes centrées en un point x telles que J(x) =
Jo, ou Jy désigne la structure presque complexe canonique relative a ces coor-
données. Il existe un repére local (ok)r € E(F})®™(Uy) presque-holomorphe spécial
au point x pour lequel les coefficients de la métrique hermitienne h s’écrivent sous
la forme
h(ot, 0m) = 01m + Z H]kz]zk+0(|z| ).
1<j5,k<n

Quel que soit le choiz du repére (o), € E(F2)®™(U,) presque-holomorphe spécial
au point x pour lequel les coefficients de la métrique hermitienne h s’écrivent sous
la forme précédente on a les expressions suivantes pour le tenseur de courbure et
la courbure de Chern au point x :

(6.5) ChlFe=— >, H]’ dz; Ndz, @ o, @ 0y
1<l;m<ry
1<j,k<n

(6.6) Cz};; (E@o,n® Um)\ac = 51&7 h(o, Um)(€1’07n0’1)|x,

pour tout champ de vecteurs réels &,n € E(Tx)(Uy) et tout indice I, m.

Le lemme nous montre que la courbure de Chern au point  mesure 1’obstruction
a existence de reperes locaux presque-holomorphes spéciaux et orthonormaux a
l’ordre deux en x.
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Preuve. Soit ¢ = (ex), € E(F)®™(U,) un repere local h(z)-orthonormé au point
z. On peut supposer que la forme de la connexion de Chern Dif,A relative & ce
repere vérifie la condition A.(x) = 0. En effet en effectuant un changement de
repere ¢ = e - gg avec go = I+ O(|z]), dgo(z) = —Ac(z) on a que la forme de
connexion A, = go Y(dgo + A - go) relative au repere ¢ vérifie la propriété voulue.
Soient

(He)l,m - 5l,m + Z (Hlj’m & + an,l Zj)

1<j<n
gk ik _ _ ik | = 3
> (Hi e H 2o+ A 22) + O(L?)
1<jk<n

les coefficients de la métrique hermitienne h par rapport au repére e. La relation
Al=H, (0,H.— A" H,)

combinée avec les égalités AL (r) = 0, A”(x) = 0 implique alors 9, H.(z) = 0 et
donc Hj , = 0 pour tout les indices j,1, m. Par rapport aux coordonnées choisies
on a I’écriture

(0, A= > (9, ALE(0) dz; A dzy + O(|2)).

1<j,k<n
Considérons maintenant le changement de repere o = e - g donné par la formule
j ke ik _
oi=e— 3 (H{"m zizn + (0, AL)TE (0) zjzk)em € E(FN(U,).
1<m<ry

1<j,k<n

Un calcul élémentaire montre que les coefficients de la métrique hermitienne h par
rapport a ce repére s’écrivent sous la forme

(Ha)l,m = 5l,m + Z HZJ;:T ZjZ + O(|Z|3)
Gk

Si A} désigne la forme de connexion relative au repere o on a la formule de change-
ment de matrice de connexion A7 = g='(d,g + AY - g). Le fait que A} (x) = 0 et
0,9(x) = 0 implique alors I'égalité A/(x) = 0. De plus au point x on a I’égalité

0,Aq(x) =0,0,9(x) +0,A{(x) = 0.

On déduit alors d’apres la formule (2.3) que la courbure de Chern s’écrit au point
x sous la forme

Ch(FJA)h: = _Z ajéjhl,m(l') ®0';kn ®; or.
m,l

qui montre la validité de la formule (6.5). La formule (6.6) est une conséquence
immédiate des identités

Ay (w) =, (0, Ho ~ A7 Hy)(x) =0
et (6.2). O
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6.2. La courbure de Chern du fibré tangent d’une variété presque com-
plexe. Dans le cas du fibré tangent d’une variété presque complexe le tenseur de
courbure de Chern

Cu(Tx,s) :=0O(D) € EAITY @, Tk ; @ Tx,7)(X)
s’écrit sous la forme locale
(6.7) CoTxs)= Y, ClaGrGee e,
1<4,k,l,m<n

La notation a®(; ®, ,, ol « est une (1, 1)-forme par exemple doit étre interprétée
sous la forme suivante. Si &1,& € Tx » ®, C et n =n( + M € Tx , alors

a® Cl* ®J Cm(gl;g?»n) = 04(51752) m Cm + a(£17€2) m C’m

En particulier la courbure de Chern du fibré tangent
w *,®2 *,®2
Cy, €Iy ®:. Ty Z5)(X)
est définie par la formule

C2 (6@ m, & ®n2) = ho(Cu(Tx,s) (€ &) -1, 12)

pour tout champ de vecteurs réels &;,n; € E(Tx)(U), j = 1,2, ou h,, est la forme
hermitienne associée & w. On rappelle qu’elle est définie par la formule h, (£, 7) :=
w(&, Jn) —iw(€,n). Le fait que CY | soit une forme hermitienne sur le fibré Tg’f}

implique que la quantité C¥ (£ @7, ®@n), §,n € E(Tx)(U) est réelle. On déduit
alors les identités

C3, (E@nE@n) = w(Cu(Tx,s) (&, JE) - n,m)
et
w(Co(Tx,s)(&, JE) - n, Jn) = 0.
La courbure de Chern du fibré tangent s’écrit en un point x ol le repere ((x)i €
g (T)l(’,OJ)@"(U ) est choisie w(z)-orthonormé sous la forme

@)= > Chh@GeaegGed
1<4,k,l,m<n

. - " ik k,j
avec la relation de symétrie hermitienne C7',) (z) = C) (x).
Remarque. Le fait que la connexion de Chern soit hermitienne implique que en
un point = on a @(D;’)?f = 0 si et seulement si @(D?)lio = 0. On peut montrer
que @(D‘J“)?f = 0 si le jet d’ordre un de la forme de torsion de la structure presque

complexe est nul au point x.

7. Coordonnées presque complexes d’ordre N en un point

Soient (z1,...,2,) des coordonnées locales C™ centrées en z € X telles que

le repere local (8%1, .

désigne par M; € Ma, 2,(E) la matrice de la structure presque complexe J €
9 o) le) o) )

E(End.(Tx ®, C))(X) par rapport au repere complexe (5., 52- 5575+ -+ 52 )-
Le fait que J = J implique que la matrice M s’écrit sous la forme :

wo-(43 59)

9 ; 1,0 .
, an) soit une base complexe de T, au point z. On
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On voit alors que la structure presque complexe s’exprime sous la forme :

0 0
J(2) = ;(Ak,l(z) dz ® E + By(2)dz ® EPA

— 0 — 0
+ Bri(2)dz @ — 4+ Ag(2)dz @ —
k1(2) dz) oo ki(2) dz 75
avec A(0) = il,, B(0) = 0,. Si on suppose que la structure presque complexe est
intégrable il existe d’apres le théoreme de Newlander—Nirenberg des coordonnées
locales holomorphes (z1,...,2,). La structure presque complexe s’écrit alors par
rapport a ces coordonnées sous la forme

0 0
7.1 J(z)=Jy=1 d — —dZ ® ——
(7.1) (2) 0 Z%:( 2k®82k Zk®62k>
autrement dit A(z) =i I,,, B(z) = 0,. Avec les notations introduites précédemment
on a la proposition suivante.

Proposition 7.1. Pour tout point x d’une variété presque compleze (X, J) et pour
tout entier N > 2 il existe des coordonnées (z1,...,2n) de classe C* centrées en x
telles que les matrices A(z) et B(z) de la structure presque complexe J relatives a
ces coordonnées admettent les développements asymptotiques

(7.2) A(z) =il + % S A% L oM
la+B|<N
lal 18731
(7.3) Biz)= 3 B2 4 0( V)
la+B|<N
e

ou AP BB ¢ M, »(C) sont des matrices telles que les coefficients des matrices
BB wérifient la propriété ; B,’:”lﬁ = 0 pour tout I > max{k € {1,...,n}|ar # 0}.
Les matrices A%® sont obtenues & partir des matrices B*?, (avec la convention
BY%P :=0), grace a la formule :

lla+81/2] o
(74) A= Y 3 (~ay 6 T B e
=1 k) (prtin)=a 1<r<k
f‘:l ()‘7‘+’77‘):ﬁ

ot le symbole [c] désigne la partie entiére de c et le symbole de produit avec une
fleche vers la droite désigne le produit non commutatif des termes qui sont écrits
en ordre croissant de l’indice vers la droite.

(Remarquons que dans la formule (7.4) la convention B%? = 0 implique que les
sommes non nulles sont celles correspondantes aux multi-indices |\,|, |pr| > 1).

Définition 7.2. Les coordonnées qui vérifient les propriétés de I’énonce de la propo-
sition précédente seront appelées coordonnées presque complexes d’ordre N en z
par rapport a la structure J.
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Dans le cas particulier N = 3 la formule (7.4) s’écrit sous la forme;;

A= S B e,

ptp=a
A+y=p8

On ré-énonce la proposition précédente dans le cas N = 3 sous une forme plus
explicite et pratique pour les calculs relatifs a la sous-section qui suivra.

Corollaire 7.3. Pour tout point x d’une variété presque compleze (X, J) il existe
des coordonnées (z1,. .., zn) de classe C™ centrées en x telles que les matrices A(z)
et B(2) de la structure presque complexe J relatives a ces coordonnes admettent les
développements asymptotiques

(75)  B(z)=Y B'z+>. (BT’S 2p2s + B 22)

+ Z (BT’S’t 2p2s2t + BT 227, + B”’g’fzrisit) + O(|z|4)

7,8,

(7.6)  A(z)=il, + %Z B'B 2%,
s (B B*+ BB +2B'B™) 2,22
4 o r~s<t
+1% (BtB“g + BB+ 2Bs’tBT) 227 + O(|2|Y)
4 T,8,t
ot B", B™*, B™ Br=t Brot Brot ¢ M, . (C) sont des matrices telles que B™*

soit symétrique par rapport aux indices T, s, Bt par rapport & r,s,t, B"5t par
rapport a r,s, B™%' par rapport a s,t et By , = 0 pourr <1, B;’; =0 pourr,s <1,
B;f =0 pourr <1, B,:‘l” =0 pourr,s,t <1, B;?t =0 pourr,s <1, et B,:lgt =0
pour r < 1. De plus si on considere l’expression locale de la forme de torsion de la
structure presque complexe

= ) G eGAG = Y NuGAG el

1<k<i<n 1<k<i<n
1<r<n
ou ( = (8/621)?0 S €(T)1(’?,)(UI), l =1,...,n est le repére locale du fibré des
(1,0)-vecteurs T)lg_OJ issue des coordonnées (z1,...,z,) on a l’expression

—T Z l 5 s s —
Nii(2) = 5 Bly+5 2 [2BI5 = B 2+ B 2] + 0(=P)

pour tout k < l. Le jet d’ordre k = 0,1 de la forme de torsion de la structure presque
compleze au point x est nul si et seulement si les coefficients By . (z) de la structure
presque complexe relatifs aux coordonnées en question s’annulent a 'ordre k + 1.

Les coordonnées précédentes seront appelées coordonnées presque complexes
d’ordre 3 au point z.

Preuve de la proposition 7.1.
I) Les changements de coordonnées. La condition J2 = —I est exprimée par
les conditions locales A2 = —I,, —B-Bet A- B = —B - A. Le choix fait sur les
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coordonnées locales implique que relativement & celles-ci on a J(0) = Jy, A(0) =
iI,,, B(0) = 0,. Larelation A> = —I,,— B- B implique alors que la matrice A admet
un développement asymptotique du type A(z) =i I, + O(|z]?). Si Z = ®(z) est un
changement de coordonnées alors la matrice de la structure presque complexe

(A2 B2
MJ(Z)‘(B(Z) A(Z))

par rapport aux nouvelles coordonnées est donné par la formule
M(Z)=dd - My(z)-dd~ .
De maniere explicite on a alors les formules

o %8Zk %8Zk
(7.7) Aci(2) = (A“(Z ) 97, 92, T Bit(2) 02y 0z,

s,t
0z 07y, — 0z 07y,
97 9. D57, )

0z 07 02, 02
(78) Bkvl(z) = Z <A57t il k + Bs7t(Z)ﬁ k
s,t
t

+ ES,t(Z)

(z )ETZl 0z, 0z 0z,
0z 8Zk — 0z 8Zk>

+Bs, (Z) As,t(Z)

TZZ aZS TZ[ azs

Considérons maintenant pour tout entier N > 1 les changements de coordonnées
7 = @N (Z)

. 50—081(a),B
1B
2 : k(o) Bsa
L. =z, — —— A
k k 2al(a)
|a+pB|=N+1

lal>1

oit I(a) := max{r € {1,...,n} |, # 0} et les coefficients B*?, |a + 3| = N seront
définis dans la suite. On considere aussi les changements inverses

. 5a—01(a),B

i B _
2= Zp + Z %Zﬁ2a+0(‘2|2]\]+1)
la+B8|=N+1 1)
la|>1
On définit aussi
a—368i(a),B
B
Bzé’l—tslﬂ = Bg’l—(slﬁ —ag- k(o)

e91Y)

pour tout les multi-indices « tels que oy > 1. Avec la convention 0 = max, on
a alors Bz"lﬁ = 0 pour tout les multi-indices |a + 8] = N tels que () < . Avec
la convention précédente on a en particulier B%# = 0 lorsque |3| = N. On a les
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expressions suivantes pour les dérivées partielles :

52=081(a),B

82,5 ZBt ) _
=9 W gBhize L oz
a7, T Z B 20 +O0(1Z*7)
la+B|=N+1
laf, Bi>1
. 5a—01(a),B
0z i B, () =0
— = .%Zﬁza 51+O 712N
0z +BZ_ M 2y 1)
RS
ar>
. 5a—01(a),B
07y, i By ia) s s
=05 — S.’izﬁ 5 7o L O(1 72N
N +0(121)
|a+B|=N+1
laf, Bs>1
. 501 (),
0Zy, i By, I(a) o
= S.*izﬁza 5+ O(1712N).
0z, 2 @ 2al(a) + (l ‘ )
|a+B|=N+1
ag>1

Nous allons montrer maintenant a ’aide d’une récurrence sur N, 'existence de
coordonnées pour lesquelles les matrices A(z) et B(z) admettent les développements
asymptotiques (7.2) et (7.3) avec les conditions sur les coefficients Bgf expliquées
dans I’énonce du lemme. On commence par effectuer le changement de coordonnées
Z = ®,(z) ou les matrices B*P |a+ 3| = 1 qui apparaissent dans la définition de
tel changement sont celles du développement :

B(z) = Z BB 2278 + 0(|2)?)
|la+p|=1

(rappelons que B(0) = 0,,). En substituant les expressions des dérivées partielles
relatives au changement de coordonnées Z = ®q(z) et en tenant compte des
développements asymptotiques des matrices A(z) et B(z) obtenues précédemment
dans les expressions (7.7), (7.8) on aura, relativement aux nouvelles coordonnées,
les développements asymptotiques suivants :

0z 0Z .
Aei(2) =Y As,t(Z)a—Za—Zk +O(1Z) = i 61+ O(Z]?)
s,t s

By (Z2) =

07 0z 07, 0z,
a—=0by(a),B
— _ Z a - k‘,l(a) Za_élZB + Bk)l(Z> 4 O(|Z|2)

«@
|at|=2 He)
a;>1

> B zeh 2P+ o(2P).

ot fI=2
Oélzl

0z, 0Z), 0%, 0Z
ZZ’( S o k>+Bk,l(Z)+O(|Z2)

Pour simplifier les notations dans les calculs qui suivront on va noter a partir de
maintenant A & la place de A, B a la place de B et z a la place de Z. Avec ces
notations on a alors que la matrice B(z) peut étre écrite sous la forme asymptotique
(7.3) avec N = 1 et les conditions correspondantes sur les coefficients B;’Z’B . La
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relation A2 = —I,,— B-B entraine alors que la matrice A(z) admet le développement
asymptotique (7.2) avec N = 2. Supposons maintenant qu’il existe des coordonnées
telles que la matrice B(z) admette le développement (7.3) relativement & l’entier
N —1, N > 2. On peut alors écrire le développement asymptotique suivant :

B(z) D A S Y - et e O (TR
lat+B|<N-1 lo+B|=N
lo|>1
relativement aux coordonnées en question, ou B,‘:f = 0 pour I > l(a), |a +
Bl < N —1,|a| > 1. L’expression précédente de B(z) combinée avec la relation
A% = —I, — B - B implique que la matrice A(z) s’écrit sous la forme (7.2). On

considére maintenant le changement de coordonnées Z = ®y(z) ol les matrices
B*P |a+ B| = N qui apparaissent dans la définition de tel changement sont celles
qui apparaissent dans l'expression asymptotique précédente de B(z). Par rapport
aux nouvelles coordonnées les matrices A(z) et B(z) admettent les développements
asymptotiques suivants :

0z 07
Ai(Z) =3 Aol Z) 5755+ 0(1217)

s,t
. i a,B o N+1
= i0k + 3 S Ayl zozP +o(zZIN ),

la+B|<N
lal,|81=1

- . 825 aZk azs aizk N+1
Bk,z(C)—zS:Z(azl 92, 07 8,25) + B (Z) +0(1Z]7 )

Ba*isz(a)ﬁ
= Z oy R ga—dgs | Bri(Z) + O(|ZIN )
_ Qi (a)

a+B|=N+1

S
= > Bzt YL Bz 021N,

la+Bl<N-1 la+B|=N+1
|a]>1 a;>1

De la méme facon que précédemment, on va noter a partir de maintenant A a la
place de A, B a la place de B et z a la place de Z. Avec ces notations on obtient
en conclusion que les matrices A(z) et B(z) peuvent étre écrites sous les formes
asymptotiques (7.2) et (7.3), avec les conditions correspondantes sur les coefficients
By

ITI) Preuve de la formule (7.4). On montre maintenant la formule (7.4) & I’aide
d’une récurrence sur N > 2. Pour simplifier les notations dans les calculs qui suiv-
ront on utilisera les conventions A% = A%% = 0. En tenant compte des expressions
(7.2) et (7.3) pour 2 < N < 3 on peut écrire la relation A> = —I,, — B - B sous la
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forme

—hi— D AT O M
la+BI<N

—A
—n- ¥ (B e o
la+B|<N \ ptp=a
A+y=8
(rappelons qu’on utilise la convention B%# = 0). On a alors
AB — Z E)‘ . BPY

ptp=a
Aty=p4

pour 2 < |a + O] < 3, qui n'est rien d’autre que la formule (7.4) dans les cas
particuliers en considération. Nous supposons maintenant avoir montré la formule
(7.4) pour 2 < |a+ ] < N. Comme précédemment la relation A> = —1I,, — B - B
s’écrit, & 1'aide des expressions (7.2) et (7.3) pour N + 1, sous la forme :

—Li— Y Aaﬂzazﬁfi > <Z A’\~AP’7>ZO‘2‘3+O(|z|N+2)

[a+B|<N+1 [a+B|<N+1 \ Atp=a
pty=0

=, — Z < Z B. Bp”) 2278 4+ 0(|z|N+?).

[a+B|<N+1 \pt+p=a
Aty=0

Cette identité implique que pour tout «, 3, [a+ 5| =N+ 1on a:

AP = N B*.Bpﬁ—i SToaroae

ptp=o Atp=a
A+y=p pty=p
En rappelant la convention A%? = A% = 0 on a que les termes non nuls de

la derniére somme sont les termes relatifs aux multi-indices |A + |, |[p + 7| < N.
En utilisant 'hypothese récursive relativement & lexpression (7.4) on peut écrire
Pexpression précédente de la matrice AP sous la forme :

Aaﬁ _ Z EABP”Y - i Z Z (_4)7(k1+k272)

=S = k
A5 TS S )=

k
1<k <[[Apul/2] L=t Qe tye)=p

k
1<ka<[lp+71/2] X 2=y (Protiing)=p

Z ]:2:1 ()\7‘2 +’Yr2)=’Y

—_ —_
% H Bkt gory e H Br2otr2 Borg ey
1<r;1<k1 1<ro<ks

En analysant I’ensemble des indices qui apparaissent sous les sommes précédentes
on s’apergoit de la validité de I’expression (7.4) relativement aux multi-indices «,
en considération. O
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Preuve du corollaire 7.3. Le repere local ¢, = (9/0z)10, k = 1,...,n s'écrit
sous la forme

10 7 0 0
Ce = 587216 - 2;(14”68% +Br’k82r>

8
= T4 2 BBl — 5 3 detaBu(s) oo+ O(=F)

p,h,t,g

ou jety, By (z) désigne le jet d’ordre 2 du coefficient B;; de la structure presque
complexe J par rapport aux coordonnées en question. On déduit alors facilement
I’expression suivante pour le crochet

il STt Tt 1)

0
_7ZBT‘]B]]€ZP8 O(|Z|2)

Py

En tenant compte de ’expression de la structure presque complexe a ’ordre un

0 0
= J d BY d — O
+§( Lisda© 0+ By zpda e o) + O

on obtient I’expression
1 0
J[<k7<l]:22{ k+Z|: — Tk)Zp‘FBTkZp:I}aZT

— 0
j : P | 2
+1pr‘j BT',ij,k Zpaizr—FO“Z‘ )

On déduit alors ’expression
i 5 0]
[Ce, GO = 22{ k+z [ Bl:/f) +B£-Z£Zp]}az

P
1Y BBz + O(2P)

pr.j

En tenant compte de ’expression

0 iy O )
CT‘_ azr +§SZBS,TZP8725+O(|Z| )

on déduit 'expression voulue pour les coefficients N , de la forme de torsion de
la structure presque complexe. Ces coefficients s annulent a lordre k = 0,1 si et
seulement si les coefficients B, .(z) de la structure presque complexe s’annulent a
'ordre k+1. En effet supposons que T%:1% := Bi’Z—BT »* soit nul pour tout les indices
k.1, s,r. Sl k ou [ est le maximum de I'ensemble {k,[, s} alors on a immédiatement
B = B = 0. Sinon, s = max{k,,s} et donc T)**! = BT,~C =B" = 0. O

Le calcul fait dans la preuve du corollaire 7.3 montre que M* = O(|z|?). Une
conséquence immédiate des formules (7.7) et (7.8) est le corollaire suivant.
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Corollaire 7.4. Soient (z1,...,2,) des coordonnées presque complexes d lordre
N > 1 en un point x et soit Zy = z + Z\aI:N—H C’fj z% un changement de co-
ordonnées holomorphe. Alors les coordonnées (Z1,...,Z,) sont presque complexes
a lUordre N en x et les coefficients Bix du jet d’ordre N de la structure presque
complexe par rapport auzx nouvelles coordonnées sont les mémes que les coefficients
relatifs aux coordonnées (z1,...,2n).

8. Expression asymptotique normale a ’ordre un d’une
connexion de Chern sur le fibré tangent

Le lemme suivant est nécessaire pour le calcul asymptotique du flot géodésique
induit par une connexion de Chern sur le fibré tangent. L’expression asymptotique
du flot de Chern est utile pour une technique de régularisation globale des (1,1)-
courants positifs du type i0,0,u sur les variétés presque complexes (voir le chapitre
trois pour plus de détails). Ce lemme et celui qui suivra montrent de fagon optimale
combien on est loin du cas Kéahlerien, ou on dispose de coordonnées géodésiques
complexes centrées en un point.

Lemme 8.1. Soit (X,J) une variété presque compleze, w € E(A1T)(X) une
métrique hermitienne et soient (21, ..., z,) des coordonnées presque complexes d’or-
dre N > 2 en un point = telles que le repére normal (¢ + ()i € E(Tx)(Us), Cx =
(0/0z1,) 10 soit w(x)-orthonormé. La métrique w s’écrit alors sous la forme

(8.1) w = % 3 {hlym + % N BB, zjzk} dz A dzp,

l,m J.k,r

1
~1 Z jety By (2) dzy Adzp,
lym

1 —_— .
- > ety Brm(z) dz A dzm + O(|2]%),

lm

hl,m = 5l,m + Z (Hlljm zp + H’I:)’L,l Zp)
p

— ,h o 7 _
+ > (P 2o + 3 22+ HY 220 ) + O(12)
p;h

et jety, By désigne le jet d’ordre 2 du coefficient By, de la structure presque
complexe J par rapport aux coordonnées en question. Pour tous champs de vecteurs
réelsn =y, (nk% + ﬁk%) € E(Tx)(Uy) on a Uexpression asymptotique de la
dérivée de Chern

w U, e 0
DJ n= zk: |:d77k + ZI: (Ek,l m— z(d‘]EtQBk,l)m>:| X0 87219 + O(‘Z|2),

By =Y [H{jk + Z(S}jf o+ SP) zh)} dz, + Z(Sﬁf o+ SO 2h>d2p.
p h

p,h
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Les coefficients S} sont données par les formules

ou C,f:lh(O) sont les coefficients de la courbure de Chern

0
TX] Z Cjk de/\de(X)le ®JO %‘FOGZ‘)

7,k,m,l

au point x. Ils sont donnés par la formule

(82)  CINO)=—Hik + Z (48] .. + (B, — Bl.0)BY,

m,r

. . —k
+<Bl],r - Bl,j)Br,m

Preuve. On déduit facilement d’apres la preuve du corollaire 7.3 ’expression
asymptotique & l'ordre deux du repere ({;); et du repere dual ({f);. On a les ex-
pressions asymptotiques suivantes.

a
(83) ¢ = 8? = Z Bm lepzh Zjet By (= +0(|z]%)

p,h t,j

i o
(84) ¢ =dzu— 5 Z jetyBii(z) dz + O(|z]%).
t

En tenant compte de cette derniere expression on déduit que la métrique w =

% Zl,m Rim G ACY, s'6erit sous la forme (8.1). On calcule maintenant les expressions

asymptotiques des coefficients U*, définis dans la section 1, relativement au repere
= (8/8zl)£’0, l=1,...,n. Pour tout indice k, h on a

[Ckvé__h]:Z|: 'r‘h Z1+ = Z B;kzl:|8(z

[
J —l 0
+Z[ Bl Z - B)B} 3 5+ Ol

En tenant compte de I’expression de la structure presque complexe a ’ordre un

B 0
z):Jo—i—];;)( klzpdzl®a +Bklzpdzl®a>+0(|z| )
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on obtient I'expression

TGk Gl =Y [ B+ Z " )BLy Zz} 8(2

1l

o= | 0
+ 3 [amha- p e, Bi,ij,hzl] 24 0(eP).
j T
On a alors
_ 1 —j —h 1=k _| O
[Clm Ch]i’o = Z [4 Z (Bi,h - B'r,j)B;,k z1 + §B,.,h Zl:| 87 + O(|Z|2)
rl j r

En tenant compte de l’expression asymptotique & l'ordre un du repeére ((x)i on
déduit 'expression
1 —j —h . T =lk _ 9
85 ULl =X |1 X (Bl - Bl B+ 1B 2] + 0GP
l J
qui nous donne l’expression normale asymptotique a 'ordre un de la forme de
connexion A{ relative au repere normal (j, = (9/zy)}°. Nous calculons maintenant
I'expression asymptotique a 'ordre un de la forme de connexion A’ a laide de
Iexpression précédente de la forme A La matrice inverse H ! = (hT *) admet le
developpement asymptotique suivant.
Wk =g =Y (H] 25+ Hyp 25) + O(|2%).
J
En utilisant ’expression de la forme A’< obtenue dans la preuve du théoreme 5.1 on
déduit 'expression

—l
(ADka =Y h"F0, by +> U, dzy + O(|2)),
p

T

avec 0, by =32 (Cp-hur)(y, Ol

Cpohie=H 4+ [(2HP g Z H,,B| p) Zn + Hp’h z } +0(|z]?).
h

En utilisant I’expression du jet d’ordre un du repere (Cp)p on obtient I’expression

h 7 —t h 7}774 _
d,hy, = Z {H{jr + Z K?Hﬁr -3 Z thBt,p> o+ HP zh] } dz,
P h t
1 =h _
~5 Z Hlt}TBt’p Zndz, + O(|z|2)

p,t,h

On déduit alors ’expression asymptotique a 'ordre un de la forme de connexion de
_ / "
Chern A¢ = A} + A7,
; —j _ — _
Ac =0,y — > HP (HY, 2+ Hy, %) dzp + Y (U, dzp — U, dZy).

DT P

La matrice de la forme de connexion de ’extension

D% : E(Tx ®, C) — E(Tx @, (Tx ®, C))
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de la connexion de Chern au complexifié du fibré tangent Tx ®, C par rapport au

repere (Cr, Ce)p est
_( A On
dec= ( On A ) '

On doit maintenant calculer la matrice A, de la forme de connexion de ’extension

de la connexion de Chern par rapport au repére (%, a—gk) i du complexifié du fibré

tangent Tx ®, C. La formule (8.3) nous donne I'expression asymptotique de la
matrice g~! du changement de repere ((x, Cr)x = (%7 %_k)k - g~ !. Les expressions

1

asymptotiques a ’ordre deux des matrices g et g7 sont les suivantes

I, —%jetQB ,
g=1\ + O(|2°),
sjety B I,
X T %jeth ,
g = _ B + O(|2°),
—sjetyB T
o Ty =0k, + 3 . Eh BP . 2,Z,. La matrice de la forme de connexion qu’on
) > 4 p,h,j k,j= 4,1 “P

cherche est donnée par la formule A, = g~ (dg+ A¢ ¢ g)- On a alors les expressions
asymptotiques

A¢ —1djet,B
A=g"| B +0(2)
5d jety B Ac
E —%djet2B
=| _ +0(2F),
5d jet, B E

ce qui nous donne 'expression voulue de la connexion de Chern. Le fait que le
repere ((x + Ck )k € E(Tx)(U) soit w(z)-orthonormé en x entraine qu’on dispose de
Pégalité (2.3) au point z. On en déduit donc la formule

Cm)l(sﬂ) = <8J8‘,hl’m - Z 5Jh7,,m ANO,hyr+0, (A/C/)mvl — g] (A/C/)l’m> (x)

pour les coefficients de I’expression locale (6.7) du tenseur de courbure de Chern
du fibré tangent. On a ’expression

= 0
0,0,H =~ N (¢ .H)dz; Ndzy + O(|2])
7,k

avec (j .H =Y (2H?P 2, + H?? Z,) + O(|z]*). On déduit alors 'expression

0,0,H ==Y H'"™dz; hdz, + O(|2]).
j.k

On a aussi 'expression

0,41 =% % (AT)* dz; A dzi + O(|2]).
gk 7
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En rappelant expression normale asymptotique (8.5) de la forme de connexion A’C’
par rapport au repere normal ((x); on déduit I'expression

1 =k =T i _
8J (A/(/)m,l = 1 Z (Bm,r - Bm,k:)Bi,l dZ] A dzk + O(‘ZD
Jikor
En combinant les expressions ainsi obtenues on obtient ’expression (8.2) pour les
coefficients C’fnkl(x) de la courbure au point x. O

8.1. Le cas d’une métrique symplectique sur une variété presque com-
plexe. Dans le cas ou la variété presque complexe admet une métrique symplec-
tique, certains des coefficients du lemme précédent se simplifient. On a le lemme
suivant.

Lemme 8.2. Soit (X,J) une variété presque complexe admettant une métrique
symplectique w € E(ALTY)(X). Pour tout point x on peut choisir des coordonnées

presque complexes (z1,...,2,) d’ordre N > 2 en x telles que
i _
w = 3 Z dz; N dz
1
i _
+3 > [Hﬂv 22k —|—Hmlzjzk + <H’k + - Z B/, >zjzk} dz A dzm
l,m,j,k

— fz jetyBy o (2) dzy A dzy, — Zjet By (2)dz A dzm, +0(|z]*).

Quels que soient les coordonnées presque complexes (z1,...,2,) d’ordre N > 2 en
x pour lesquelles la métrique w s’écrit sous la forme précédente on a l’expression
sutvante pour le tenseur de courbure de Chern.

: o
ColTx,s)= Y CZN(0)dzj Ndze ® dz @, 5.~ +0()

J,k,m,l
avec

ik s j r \ BF
C;]n,l( ) _H] + Z |: - )BJ + (Bg,r - Bl,j)Br,m:| :

Contrairement au cas Kahlerien, (voir [B-D-I-P]) on ne peut pas éliminer les
termes Hj Ik T 22k et ") m, l Z;Zy. L’obstruction dérive des termes d’ordre un du jet de
la torsion de la structure presque complexe.

Preuve. Soient (21, ..., 2z,) des coordonnées presque complexes d’ordre un au point
z et (G + )i € E(Tx)(U), ¢ = (0/02)"° un repere w(z)-orthonormé. En con-
sidérant I’expression du jet d’ordre un du repere (¢} )i on obtient I’expression locale
suivante de la métrique

Zdzl/\dzl+ Z( zp+17ﬁ%lzp)dzl/\dzm

l7rL,p

1 _
-7 Z By 2p et N dzm — > Bl Zpdz A dzg + O(|2]).

l,m,p L,m
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Le fait que la métrique w soit symplectique implique 1’égalité Hlp - = H;l;,m- En
effectuant le changement de variables

1
Zm:zm+§ZHfmzpzl

Dyl

on obtient, d’apres le corollaire 7.4, des coordonnées presque complexes (Z1, .. ., Z,)
a Pordre un en z avec les mémes coefficients B:;: du jet d’ordre un de la structure
presque complexe. L’expression de la métrique par rapport aux nouvelles coor-
données est

; > 1 Tem —p - -
w=g zl:dzl NdZy— lz B, Zyp dZy N dZm — 5 lz By iy ZpdZy N dZy,
»M,P m

+0(12%).

A partir des coordonnées ainsi obtenues on peut construire (d’apres la preuve de
la proposition 7.1) des coordonnées presque complexes d’ordre N > 2 en z tout
en conservant les coefficients Bi’s du jet d’ordre un de J. En tenant compte de
Vexpression (8.4) du jet d’ordre deux du repeére ({})x par rapport aux coordonnées
en question on déduit facilement que la métrique w s’écrit sous la forme donnée
dans I’énoncé du lemme. ]

8.2. Expression asymptotique normale du flot géodésique d’une connex-
ion de Chern sur le fibré tangent. On rappelle que par définition exp, (v) :=
(1), oty : [0, 1] — X est la courbe géodésique solution de I’équation différentielle
ordinaire (y*D¥)y = 0, § := dy/dt € E(y*Tx)((0,1]) avec les conditions initiales
~(0) = z et 4(0) = v. Le résultat suivant est une généralisation dans le cas presque
complexe non intégrable d’un calcul fait par Demailly dans [Dem-2].

Théoréme 8.3. Soit (X, J) une variété presque complexe, w € E(ALITY)(X) une
métrique hermitienne et soient (21, ..., 2,) des coordonnées presque complezes d’or-
dre N > 2 en un point z telles que le repére normal (Cx + C)x € E(Tx)(Uy), G =
(0/0z1) 10 soit w(x)-orthonormé. Le flot géodésique exp : U C Tx — X induit
par la connezxion de Chern du fibré tangent

D% E(Tx,;) — E(Tx ®, Tx,s)

associé o la métrique w, (ici U C Tx désigne un voisinage ouvert de la section
nulle), admet Uexpression asymptotique suivante au point (x,0) € Tx 4 :

1 &ph B p.h 5h -\ -
exp, (V) = 2 + v — 3 Z [(S,’;’l 2n + Sg:l zh)vpvl + (SZ: 2 + S,’;’l zh)vpvl}
Lp,

i 2P =P =ph N |-
+3 El: [Bk,z + Eh: (Bk,z zh + 2By, zhﬂ v,0 + O(|v)? (2> + [v]))
D,

N ) — 9 &psh p.h iphk 77 nh
ouv =73 (vkgs +Ukpz) € Ix,2 Spy =2H) " — 3B, — 532, Hy By, et les

autres coefficients S;) sont donnés dans 'énonce du lemme 8.1.
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Preuve. Par rapport aux coordonnées presque complexes en question nous con-
sidérons les écritures v(t) = (71(t),...,va(t)) et

(0= Y (05510 + TPk )

k

On pose par définition 4y := d?vy /dt?. On déduit d’apres le lemme 8.1 que I'équation
différentielle ordinaire (y*D%)¥ = 0 s’écrit sous la forme

(86) 1(0)+ 3 [Biat, o () - 30(t) — 2d 3ot By, (3(0)) - 500
l

+O((OP)F®)* = 0.

Les conditions initiales v(0) = z et 4(0) = v donnent l’expression asymptotique
Y (t) = 21 + tog + O(t?|v]?). On remarque que si 7,(x) = 0 alors le terme d’erreur
est O(t?|z] |v]?). En remplacant expression précédente dans 1’équation (8.6) et en
remarquant qu’on peut toujours supposer la condition Hf b = —Hzl,y,C on obtient
I’expression asymptotique suivante pour les dérivées deuxiemes de la courbe « :

"}'/k(t) = — Z [(S’g:lh 2n + Sg:lh Zh)vpvl + (S,Ij:lh Zn + Sg:lh Eh)@pvl}
l,p,h

i = —p,h NN B
+3 Zl {BZ,Z + ; (Bit 2n + 287 zh>]vpvl + 0|0 (122 + [o]) ().
P,

Si 7, (x) = 0 alors le calcul peut étre effectue avec plus de précision car les termes
Ei’l sont nuls dans ce cas. Le terme d’erreur serait alors O(|v|?(|z|? + |v])?)(t). En
intégrant deux fois de suite I’expression précédente on obtient 1’expression asymp-
totique

t2 R _ B -
Yi(t) = 2z + tvg, — ) Z [(S,’;lh 2n + Sg:l}l Zh)vpvl + (Szlh 2 + S,f:lh 2h>17pvl}
l,p,h
it? =P =p:h =Ph_ \ |- - 2/ 12
+ S DB+ D0 (Bl a4 2BY) 20) |00+ O(ol2(1212 + o))
p,l h
qui permet de conclure la preuve du théoreme. (Il
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